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一基于应变梯度理论的纳米悬臂梁的大位移分析

刘建林, 曹高峰

(中国石油大学储运与建筑工程学院,山东青岛 266580)

摘要:以 Aifantis 发展的应变梯度理论为基础,探讨微纳米尺度下线弹性悬臂梁受集中载荷作用下的大变形问题。
基于 Euler-Bernoulli 梁理论,考虑应变梯度的影响,建立悬臂梁发生大变形时的弹性微分方程,并给出相应的边界条

件。 通过打靶法并借助于 MathCAD 软件,求得考虑应变梯度时悬臂梁在自由端集中载荷作用下的挠度数值解。 结

果表明,在微纳米尺度下应变梯度对悬臂梁的变形有较大影响,弹性变形梯度系数对梁发生大变形比发生小变形时

的影响更明显,且弹性梯度系数对于梁的变形有抑制作用。
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Large deflection analysis of a nanoscaled cantilever beam
with strain gradient effect
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Abstract:In this study, we discuss the deformation of a micro / nanoscaled cantilever under a concentrated load. The model鄄
ing is based on the strain gradient theory developed by Aifantis. Based on the Euler鄄Bernoulli beam theory, and considering
the effect of strain gradient, the governing equation of the large deformation of a cantilever was built, and the boundary condi鄄
tions were given. Using the shooting method and the MathCAD software, we obtain the numerical solution of a cantilever with
strain gradient, under a concentrated load at the free end. This solution is compared with that of a beam with infinitesimal de鄄
formation. The result shows that at the micro / nano scale, the strain gradient has a great effect on the cantilever謖s deforma鄄
tion. In this case, the gradient coefficient affects a beam more significantly when it is in the finite deformation than in the in鄄
finitesimal deformation. Moreover, the gradient coefficient will restrain the deformation of the beam.
Keywords:nanoscaled cantilever; large deformation; strain鄄gradient; energy method; variation

摇 摇 随着国际上微纳米技术的发展,对于纳米线、纳
米管、纳米纤维等一维纳米结构进行精确的变形分

析成为当前研究的热点。 材料在微纳米尺度下的力

学特性与其在宏观尺度下的力学特性有很大的差

异,表现出很强的尺寸依赖性[1鄄7]。 如何定量刻画该

效应则成为当今连续介质力学中具有挑战性的工

作。 由于经典弹塑性理论的本构关系中未包含任何

特征尺度,因此,这些理论不能合理地解释上述尺寸

依赖性的实验现象。 为了全面研究微纳米尺度下材

料的尺寸效应,国内外很多研究人员相继提出了各

种应变梯度理论。 例如 Aifantis 等[8鄄10] 用等效应变

的一次和二次拉普拉斯算子表示应变梯度,并将其

引入到经典塑性理论的本构中。 然而在该理论中未

定义 应 变 梯 度 的 功 共 轭 量。 Fleck 和 Hutchin鄄
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son[11鄄12]及 Fleck 等[1] 从位错观点出发考虑了材料

的塑性变形,并先后发展了两种应变梯度塑性理论:
CS 理论[1,11] 和 SG 理论[12]。 这两种理论本质上都

是偶应力理论,在经典塑性理论的基础上考虑了应

变梯度的影响,其理论预测基本与实验结果吻合。
高华健和黄永刚等[13鄄14] 基于位错机制发展了一种

应变梯度塑形理论,这种理论给出了一个多尺度、分
层次的框架,从而实现了宏观塑性理论和位错理论

的联系。 陈少华等[15] 在连续介质力学的框架内提

出了一种基于纳米材料的表面能量密度的新理论,
该理论利用表面能量密度和表面弛豫参数表征 FCC
金属纳米薄膜的双轴拉伸性能,理论分析与实验结

果基本吻合。 在微纳米器件的工作过程中,作为其

基本元件的纳米线往往会承受极为复杂的变形,甚
至产生大变形现象。 笔者基于该理论分析微纳米尺

度下线弹性悬臂梁在自由端受竖直方向的集中载荷

作用下的大变形问题。 这一问题涉及到细长结构的

几何非线性,同时材料的本构关系中又包含了应变

梯度效应,因而该问题更具有挑战性。 在经典弹性

力学理论下对微梁的弹性应变表达式进行修正,推
导出考虑应变梯度效应的控制微分方程组。 采用打

靶法求得悬臂梁发生大变形时挠度的数值解。 所得

结果与微悬臂梁发生小变形时的解答进行对比。

1摇 考虑应变梯度效应的本构关系

对于宏观尺寸的均匀材料,如经典的线弹性、小
变形、各向同性弹性体,其本构关系满足 Hooke 定

律,一般可以写为

滓ij =2滋着ij+姿啄ij着kk . (1)
其中

滋= E
2(1+自), 啄ij =

1, i= j;
0, i屹{ j.

式中,滓ij为应力张量分量;着ij为应变张量分量;滋 和

姿 为材料的拉梅系数;E 为弹性模量;自 为泊松比。
当材料的尺寸缩小到微纳米尺度范畴,将会表现

出迥异于宏观材料的物理、化学和力学行为。 为了全

面分析这些力学行为的来源,须考虑其表征尺寸效应

的内禀长度,此时须修正经典的 Hooke 定律的本构关

系。 根据 Aifantis 发展的应变梯度理论[8],考虑应变

梯度效应的线弹性材料本构方程可以写成:
滓ij =2滋着ij+姿啄ij 着资资-c(2滋着ij+姿啄ij 着资资) ,mm . (2)

式中,c 为弹性梯度系数;符号( ) ,x =
鄣()
鄣x ,( ) ,xx =

鄣2()
鄣x2 。

将纳米线简化为一根一维的梁,则其应力和应

变分量仅存在着沿轴向的数值 滓 和 着,从而其本构

关系可以退化为

滓=E(着-c塄2 着) . (3)
其中,拉普拉斯算子塄2()= () ,mm。

采用该修正的本构关系研究一根微纳米尺度的

悬臂梁在集中力作用下的大变形。

2摇 悬臂梁变形

2郾 1摇 大位移

如图 1 所示,建立笛卡尔直角坐标系 O-xy。 图

中,一根悬臂梁左端固定于 O 点,其自由端承受竖

图 1摇 悬臂梁发生大变形时的示意图

Fig. 1摇 Schematic diagram of cantilever
beam with large deformation

直方向的集中载荷 P 作用。 梁的纵向对称面位于

平面 xy 之中。 梁的模型假设为经典的 Euler-Ber鄄
noulli 类型,即其横截面仅仅发生刚性的转动。 悬臂

梁的长度表示为 L。 在集中力 P 作用下,梁的自由

端将沿着 x 轴的负方向移动,其在水平方向的位移

表示为 驻x。 用 w = w(x)表示悬臂梁上任意一点的

挠度,则其在直角坐标系里的坐标为( x,w)。 由于

梁发生大位移,故引入图 1 中所示的弧坐标,其起点

为坐标原点,梁轴线上任意一点的的弧长设为 s。
悬臂梁上任意一点的切线与水平线的夹角记为倾斜

角 兹= 兹( s)。
根据 Euler-Bernoulli 梁假设,梁的横截面仍为

刚性。 考虑其几何关系,则悬臂梁上任意一截面内

任意一点的应变可以表示为

着= y
籽 = y兹忆. (4)

式中,籽 为悬臂梁上该点的曲率半径。
对图示悬臂梁的弹性线存在几何关系:
x忆=cos 兹,
w忆=sin 兹{ .

(5)

其中,记号() 忆=d()
ds ,为对弧长的坐标,以区别于对

x 的坐标。
在左侧固定端,悬臂梁的固有边界条件为位移

和转角均为零,故可以描述为

x(0)= 0,w(0)= 0,兹(0)= 0. (6)
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对于发生大变形的悬臂梁,根据式(3)、(4),则
该处横截面上任一点的应力可以写成

滓=E(着-c着义)= Ey(兹忆-c兹苁) . (7)
利用式(7)的表达式,考虑到应变能可以通过

应力和应变的表达式积分而来,则该悬臂梁的应变

能为

UE = 1
2 乙A乙

L

0
滓着dsdA = 1

2 EI乙L
0
(兹忆2 - c兹忆兹苁)ds. (8)

式中,A 为悬臂梁的横截面面积;I 为截面惯性矩。
该悬臂梁系统的总势能包含弹性应变能和外力

功两部分,故其表达式写为

装 = 1
2 EI乙L

0
(兹忆2 - c兹忆兹苁)ds - Pw(L) +

乙L
0
姿(w忆 - sin 兹)ds. (9)

其中,姿 为 Lagrange 乘子,以约束式(5)中的几何关

系。
对方程(9)的总势能进行变分,并且进行分部

积分,可以得到

啄装 = EI乙L
0
兹忆啄兹忆ds - P啄w(l) - 1

2 EIc乙L
0
(兹忆啄兹苁+

兹苁啄兹忆) + 乙L
0
啄姿(w忆 - sin 兹[ ) + 姿(啄w忆 - cos 兹啄兹 ]) ds

= [EI兹忆啄兹] L
0 - EI乙L

0
兹义啄兹ds - P啄w(L) + 乙L

0
啄姿(w忆 -

sin 兹)ds + [姿啄w] L
0 + EIc乙L

0
兹 (4) 啄兹ds - 乙L

0
姿cos 兹啄兹ds -

1
2 EIc兹忆啄兹[ ]义

L

0
+ 1

2 EIc兹义啄兹[ ]忆
L

0
- [EIc兹苁啄兹] L

0 .

(10)
根据最小势能原理,则总势能变分的驻值为零,

故有 啄装=0。 对式(10)进行合并同类项,并利用固有

边界条件(6),以及考虑到变分的任意性,可以得到:
姿=P, (11)

c兹(4) -兹义- 姿
EIcos 兹=0, (12)

兹忆(L)-c兹苁(L)= 0, (13)
兹义(L)啄兹忆(L)-兹义(0)啄兹忆(0)-兹忆(L)啄兹义(L)+
兹忆(0)啄兹义(0)= 0. (14)
式(11)表明 Lagrange 乘子经过识别后,其物理

含义为自由端处的集中力。 而方程(14)的表达式

需要进一步化简才能便于求解。 Aifantis[16] 的研究

表明,考虑梯度效应的梁理论,其边界条件往往无法

自洽。 必须结合实际的物理意义对式(14)进行必

要的化简。 由所述问题的物理背景可知,在固定端

处梁的曲率不为零,即 兹(0)屹0,故其变分 啄兹忆(0)不

能保证始终为零。 而数值 兹义-c兹(4) 代表任意一点处

的剪力,经式(12)的内力分析可知,在自由端其值

为有限值,即 兹义(L) -c兹(4)(L)= - P
EIcos 兹(L)。 该式

左端第二项为一高阶小量,故而其绝对值应小于 兹义
(L),因此当 兹义(L)= 0 时,此等式无法满足,则可知

必然存在 兹义(L)屹0,而其变分 啄兹义(L)也不能保证始

终为零。 故对于式(14),考虑任意数值的 啄兹忆(0)和
啄兹义(L),要保证该等式始终为零,则必有 兹义(0) = 0
和 兹忆(L)= 0。 根据式(13)可知,兹苁(L)= 0。

综上所述,纳米悬臂梁发生大位移时的常微分

控制方程组可以写成封闭的边值问题(BVP):

c兹(4) -兹义- P
EIcos 兹=0,

x忆=cos 兹,
w忆=sin 兹

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(15)

兹(0)= 0, 兹忆(L)= 0,
兹义(0)= 0, 兹苁(L)= 0,
x(0)= 0, w(0)= 0.

(16)

当不考虑梯度效应,即 c = 0 时,上述边值问题

(15)和(16)可以退化到经典梁发生大变形的情形,

其主要控制方程为 兹义+ P
EI cos 兹 = 0,其边界条件为

兹(0)= 0,兹忆(L)= 0,x(0)= 0,w(0)= 0,此与经典文

献中的结果一致。
2郾 2摇 小变形

当梁发生小变形时,其轴线上任意一点处的倾

角均为小量,即 兹 = w忆垲1,故 cos 兹抑1,因此控制方

程(15)可以退化成:

cw(5) -w苁- P
EI =0,

dx=ds,
w忆=sin 兹

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(17)

其边界条件变为 w(0) = 0,w忆(0) = 0,w义( L) = 0,
w苁(0)= 0。 式(17)中第二式表明此时自变量为 x,
即在小变形时,可以忽略梁变形前后构型的变化。

经过推导,考虑梯度效应的发生小变形的悬臂

梁可以很方便地求得解析解[16]:

w= P
EIL (3 孜2

2 - 孜
3

6 -茁3 sinh[(1-孜) / 茁]
cosh(1 / 茁) +茁3 tanh(1 / 茁) -

茁2 )孜 , (18)

其中,孜= x / L,茁= c / L。
而梁的转角也可以对挠度求导得到:

兹=w忆= P
EIL

2 孜- 1
2 孜2+茁2cosh[(1-孜) / 茁]

cosh (1 / 茁) -茁é

ë
êê

ù

û
úú

2 . (19)
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3摇 结果及讨论

与小变形相比,对于发生大变形的悬臂梁,其挠

度的解析求解非常困难。 采用打靶法 ( shooting
method),并在解微分方程时采用高阶的 Runge -
Kutta 法进行迭代求解。 对该问题进行打靶法求解

的基本思路为:首先固定悬臂梁左端的边界,此时该

问题转化为一初值问题( IVP),则可以直接进行求

解。 求得的结果在右侧边界处与已知的数值进行比

较,如果在误差范围内则为该问题的真解。
基于此思路,借助于数值软件 MathCAD(试用

版)编写了程序并对之进行求解。 求解过程中梁发

生大变形时的参数选为:P / (EI) = 2郾 5 伊10-5 nm-2,

长度 L=400 nm。 由文献[16]可知,参数 c / L 一般

在 0 ~ 1 取值,故本文中在计算时取梯度系数 c 在 0
~ 0郾 16 滋m2 内的数值。 经过计算,梁发生大变形和

小变形时的挠曲线分别绘制于图 2。 其中,梁的梯

度系数 c 分别取 0、0郾 08 和 0郾 16 滋m2。 图 2 中的曲

线 1、2、3 代表梁发生小变形时的挠曲线,曲线 4、5、
6 则代表梁发生大变形时的挠曲线。

图 2摇 悬臂梁在不同梯度系数下发生大

变形和小变形时的挠曲线

Fig. 2摇 Deflections of cantilever beam with
different strain gradient coefficient

由图 2 可见,悬臂梁在发生大变形后,其水平方

向上的位移 驻x 有明显的变化,而发生小变形时则变

化不明显。 这是由于经典的小变形假设忽略了梁发

生变形前后构型的变化,故以 x 坐标为自变量就足够

精确。 同时也发现根据小变形理论预测出的梁的变

形较大(曲线 1、2、3),而根据大变形理论预测的结果

偏小(曲线 4、5、6),这与经典的大变形理论是一致

的。 另外,不同的弹性梯度系数对悬臂梁的挠曲线具

有较大影响。 弹性梯度系数越大,悬臂梁自由端的挠

度越小,其挠曲线变形越小;反之弹性梯度系数越小,
其变形越明显。 特别是当 c=0 时,没有梯度效应,此
时悬臂梁的变形最为明显。 这说明梯度系数对于梁

抵抗变形能力起到了强化作用。
根据上述计算结果可以进一步得到悬臂梁发生

大变形和发生小变形时,其自由端最大挠度与梯度系

数 c 之间的关系,如图 3 所示。 由图 3 可见,当悬臂

梁发生大变形时,其最大挠度与梯度系数的关系曲线

不是一条直线,而是一条下凹的曲线,表现出很强的

非线性。 随着梯度系数的减小,该曲线的斜率逐渐增

大;而当梯度系数增大到一定范围时,梯度效应对于

梁的变形的影响逐渐减弱。 当梁发生小变形时,梯度

系数对于其变形的影响不如其对于梁发生大变形时

的影响明显。 这更说明在梁发生大变形时,采用应变

梯度理论对其进行分析的必要性。 为了便于工程设

计,对梁发生大变形的曲线进行了三次多项式拟合,
拟合度为 0郾 99952,其表达式可以写为

w(L)
L =0郾 667 07-3郾 746 5c+15郾 982 16c2-35郾 426c3 .

(20)

图 3摇 悬臂梁最大挠度与梯度系数的关系

Fig. 3摇 Relation between maximum
deflection and gradient coefficient

根据式(18)得到梁发生小变形时自由端挠度

的解析解:
w(L)
L = P

EIL
2 1

3 + cæ

è
ç

ö

ø
÷

L

3

tanh
Læ

è
ç

ö

ø
÷

c
- c
L

æ

è
ç

ö

ø
÷2 . (21)

二者之间的对比如图 3 所示,图 3 中曲线又一

次显示了小变形理论的预测值比大变形理论的预测

值偏大。
进一步得到自由端的转角与梯度系数 c 的关系

曲线,如图 4 所示。 根据式(19)可以得到梁发生小

变形时其自由端转角的解析表达式:

兹(L)= P
EI

L2

2 + c
cosh(L / c)

-é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
c . (22)

由图 4 可见,弹性梯度系数对于悬臂梁自由端转

角的影响规律与其对自由端挠度的影响规律类似,即
函数曲线为非线性。 同时当梯度系数逐渐增大时,转
角函数逐渐趋近于某一常值。 同样为了便于工程应

用,可以对梁发生大变形时的转角曲线进行三次多项
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式拟合,拟合度为 0郾 99974,其拟合表达式为

兹(L)= 1郾 12488-5郾 69283c+12郾 88905c2-1郾 57401c3 .
(23)

图 4摇 悬臂梁自由端转角与梯度系数的关系

Fig. 4摇 Relation between slope angle at the
free end and the gradient coefficient

对比图 3、 4,可以发现弹性梯度系数对于梁发

生大变形时的影响比其发生小变形时的影响更大,
故而在微纳米梁发生弹性大变形时,有必要考虑这

一影响。

4摇 结摇 论

(1)在微纳米尺度下应变梯度对悬臂梁的变形

有较大影响,随着应变梯度系数增加,梁的变形大幅

减小。 弹性梯度系数越大,悬臂梁自由端的挠度越

小,其挠曲线变形越小;反之弹性梯度系数越小,其
变形越大。 当梯度系数增大到一定范围时,梯度效

应对于梁的变形的影响逐渐减弱。
(2)弹性应变梯度系数对于梁发生大变形比发

生小变形时的影响更为明显。 弹性梯度系数对于微

纳米梁的变形会起到抑制作用。 在微纳米梁发生大

变形时,应变梯度的影响更加值得考虑。
(3)小变形理论预测出的梁的变形较大,大变

形理论预测的结果偏小,随着梯度系数增大,大变形

理论和小变形理论预测的结果吻合很好。
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